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CLASA A X-A
SOLUTII ST BAREMURI ORIENTATIVE

Subiectul 1. Fie a si b doua numere complexe. Sa se demonstreze
inegalitatea

|1+ ab| +|a+b] > /a2 — 1] - |12 — 1].

Solutie. Din inegalitatea modulului avem

|14 ab| + |a+b] > |1+ ab+a + b|

si
|1 +abl+|a+b > |1+ab—a—1|.
.................................................................. 3 puncte
de unde, prin inmultirea acestora, deducem
(|1 4+ ab| + |a+b))* > |(1 + ab)* — (a + b)?|
.................................................................. 3 puncte

ceea ce este echivalent cu |1+ ab| + |a+b| > /]a® — 1| - [b? — 1].1 punct

Varianta. Avem
11+ 2ab + a?b?| + |a® 4 2ab + b?| > |a®b* + 1 — a® — V*| = |a® — 1| - |b* — 1|
conform inegalitatii modulului............ ... ... ... ... 3 puncte de unde
(|14 ab| + |a+b])* > |(1 + ab)® — (a + b)?|
ceea ce conduce la concluzie............. ... ... ...l 1 punct
Subiectul 2. Sa se determine numerele intregi x pentru care

logg(1 + 2%) = log,(1 + z).



Solutie. Evident x e numar natural. Se observa solutiile xt =1 si x = 3
1 punct

Se verifica ca in multimea {0,2,4,5} nu avem solutii............ 1 punct
Ecuatia se scrie 1+ 2% = (1 + )83, ... .. ... 1 punct
Pentru z > 6 se demonstreaza prin inductie 1 + 2% > (1 + z)?..3 puncte
Cum 2 > log, 3, rezulta ca ecuatia nu are alte solutii........... 1 punct

Subiectul 3. Fie f : R — R o functie cu proprietatea

; <x+y) _ @)+ f)
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pentru orice x,y € R.

a) Demonstrati ca functia ¢ : R — R, g(z) = f(z) — f(0) este aditiva,
adica g(x + y) = g(x) + g(y), pentru orice x,y € R.

b) Aratati ca f este constanta.

Solutie. a) Fie x,y € R; cu egalitatea din enunt, avem:

(@) +oty) _ @) + 1) ot
we)2a) LI - o)~ (“52) - 101 -

flz+y) — f(0)
- — 0y =224
) foy = 4280,
deci g(x +y) = g(x) + g(y), pentru orice z,y e R. .......... . ... 3 puncte

b) Pentru x = y deducem ¢(2z) = 2g(z), pentru orice x € R....1 punct

T
ceea ce conduce la g(2552) = g(2x);—g(m)’ pentru orice z € R, adica g(2x) =
g(z) si in concluzie g(x) = 0 pentru orice x € R.................... 1 punct

In consecinti f(x) = f(0), oricare ar fi 2 € R, adica functia este constanti
1 punct

Subiectul 4. Fie n > 3 un numar intreg si z = cos %’T + isin 27” Con-
sideram multimile A = {1,2,2%,...,2" '} si B={1,1+2,1+2+2% ..., 1+
Z_|_..._|_Z”—1}.

Sa se determine multimea A N B.

Solutie. Observam ca 1 € AN B. Fiew € AN B, w # 1. Exista atunci

g(r +y)

Proprietatea functiei f implica si g(

E,1<k<n-—1,astfelincit w=1+z+---+ 2" = % Cum w € A,
rezultd |w| =1, deci |1 — 28| =1 —2]. ... 3 puncte
Ultima egalitatea este echivalenta cu sin @ = sin 7, de unde @ =

1
W—%,adicék::n—2§ideciw:1—:—% ..................... 2 puncte

T
Deoarece w € A, trebuie ca w™ = 1, deci n trebuie sa fie par ... 2 puncte
In concluzie, pentru n impar avem A N B = {1} iar pentru n par avem

ANB={1,-1}.



